Ejercicios de Analisis Funcional
Relacion 3 - Operadores y funcionales lineales continuos

. Seal : KN— KN el operador lineal que en la base usual tiene asociada IEmatr(aj)
Pongamoﬁ = (ailaa-iZ; .. ';aiN>| Cj = (a-ijva2ja' . ;aNJ)
a) Se considera €Ki la norma|-||. Prueba que la norma deviene dada por

(i,j)eNxN*

[Tl =max{[[Ff1:1<i<N}.
b) Se considera eKN la normal|-||;. Prueba que la norma deviene dada por

IT] =max{||Cjlls: 1< j <N}.
c) Se considera €N la norma euclided:||,. Prueba que

L 2
ITI< /3 lal
i,]=1

Da un ejemplo efR? en que la desigualdad anterior sea estricta.

. SeanX eY espacios normados ¥ : X — Y una aplicacion lineal. Prueba que las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

a) T es sobreyectiva y existen nimeis- 0, 3 > 0 tales quen||x|| < || TX|| < BJ|x|| para todo
xeX.

b) T es inyectiva yaBy C T(Bx) C BBy.
¢) T es un isomorfismo topoldgico desobreY y || T|| < B, |T~Y < 1/a.
. SeanX e Y espacios normados y s€d,} una sucesion de Cauchy &(X,Y) que converge

puntualmente. Sel: X — Y la funcion limite puntual, es decifx = lim {T,x} para todoe X.
Prueba qud@ €L(X,Y) y que{T,} converge & enL(X,Y).

. SeaX un espacio normad¥,un espacio de Banach{{f;} una sucesion de operadored€K,Y)
gue esta acotada. Prueba que el conjunto

M = {xeX : {Tnx} es convergente
es cerrado.

. SeaTl un operador lineal de un espacio normaden un espacio normadocon la propiedad
de que para toda sucesi¢r,} — 0 enX se verifica queTx,} estd acotada. Prueba qliees
continuo.
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6.

10.

11.

12.

SeaX un espacio nhormado f/: X — K un funcional lineal discontinuo. Sean
A={xeX:Ref(x) >0}, B={xeX:Ref(x) <0}

Prueba queéA y B son conjuntos convexos no vacios, que(Bin= Lin(B) = X y ambos son
densos eiX.

. Seal : cyp— (1 el operador lineal definido para tode co por

[TX](n) = % vneN

Calcula su norma y prueba qileno la alcanza. ¢Qué puedes decir si el mismo operador se
considera definido ef,, en lugar de erg?

. Fijadoye ¢4, para cada € cp se define una sucesidrx por

TX|(n) = kz x(ky(k) (ne)

Prueba qud es un operador lineal continuo dgen si mismo y calcula su horma.

. En cada uno de los siguientes casos, prueba que la aftichei T(f) es un operador lineal

continuo deC[0, 1] en si mismo y calcula su norma:

a) [Tf](x) = fx fdt, b) [Tf](0)=x*f(0), c) [Tfl(x)=f(¢)
0

Dada una sucesion acotatal..,, se defindly : ¢1 — ¢1 por (Tax)(n) = a(n)x(n) para todo € ¢4
y para todaneN. Prueba que:

a) Ta€eL(41) ¥ || Tal| = ||al|l». Deduce qué(¢1) contiene una copia isométrica fie
b) Prueba que sI; es inyectivo entonces su imagen es denséa en

¢) Prueba qud;, es un isomorfismo topolégico si, y sélo si, {fd(n)| : neN} > 0.

Sear{e, : neN} los vectores unidad em. Prueba que, parbe ¢, equivalen:
a) f alcanza su norma.

b) Existe unme N tal quef(e,) = 0 para toda > m.

Sed&C|0, 1] el espacio vectorial de las funciones reales continua8,&hcon la norma
1
Xl = [ Ix(t)| ot (xeC[0,1])
0

Para cadacN sead,, : C[0,1] — R el funcional lineal definido por

dn(x) = nfx(t) dt  (xeC[0,1])
0
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a) Prueba qué, es continuo y calcula su horma.

b) Prueba que la sucesidg,} converge puntualmente al funcional lingslC[0,1] — R dado
por¢(x) = x(0) para todaxeC|0, 1]. Prueba que es discontinuo.

1

13. Sedr : L2[0,1] — L»[0,1] dado ponTx)(t f s)ds para todoxe€ L2[0, 1]. Prueba qud es
0
m

un operador lineal continuo y calcula su norma.

1
14. Seap : L1[—1,1] — R el funcional lineal dado po(x) = ftx(t)dt para todox € L1[—1,1].

-1
Prueba que es continuo y calcula su norma.

15. SeaX = {xeC[0,1] : x(0) = 0}. Se considera eX la norma del maximo. Para cada& X sea
1

d(x) = fx(t)dt. Prueba qué € X*, ||¢|| =1y ¢ no alcanza su norma.
0

16. Sead : L»[0,1] — R definido pordp(x) = [t~ %x( t)dt. Prueba qu@ es un funcional lineal con-

OHI—‘

tinuo y calcula su norma.

t
17. Sear : L3[0,1] — L2[0,1] dado por(Tx)(t) = fx(s) ds para todaxe L,[0,1]. Prueba qué es
0
un operador lineal continuo T || < 1/+/2.

18. Dada una funciof eCla, b] se define un funcional linedl: C[a,b] — R por

b
609 = [ fxt)dt  (xeClab])

b
Prueba qud¢|| = j|f(t
a

Sugerencia.

b b f b f b—
P = firo 20l F 0 Pt <222 o,
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